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Дедукция и системы 
вывода

Мы должны знать, мы будем знать.

— Давид Гильберт



Два взгляда на выводимость

До сих пор мы проверяли формулы перебором интерпретаций. Это семантический взгляд.

Определение 1 (Семантическое следование)

Γ ⊨ 𝜑 — на каждой интерпретации, где истинны все формулы Γ, истинна и 𝜑.

Проверка — перебор интерпретаций.

Существует и синтаксический взгляд: вывод по правилам.

Определение 2 (Синтаксическая выводимость)

Γ ⊢ 𝜑 — 𝜑 выводится из Γ применением правил вывода.

Здесь нет интерпретаций — только манипуляции с символами.

Вопрос о совпадении ⊨ и ⊢ решают теоремы корректности и полноты.
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Правила вывода

Определение 3 (Правило вывода)

Шаблон: из посылок 𝜑1,…, 𝜑𝑛 получить заключение 𝜓.

Пример — modus ponens: 𝑃 → 𝑄,𝑃 ⊢ 𝑄.

Правило оперирует формой формул, а не их смыслом.

Пример

Правила для конъюнкции:

• Введение: из 𝑃  и 𝑄 получить 𝑃 ∧ 𝑄.

• Удаление: из 𝑃 ∧ 𝑄 получить 𝑃  (или 𝑄).

Правила для импликации:

• Введение: допустив 𝑃 , вывести 𝑄. Заключить 𝑃 → 𝑄.

• Удаление: из 𝑃 → 𝑄 и 𝑃  получить 𝑄.
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Все правила

Связка Введение Удаление

∧ доказать обе части взять одну часть

∨ доказать одну часть разбор случаев

→ допустить посылку, вывести заключение modus ponens

¬ допустить, вывести противоречие из 𝜑 и ¬𝜑 — противоречие

Для каждой связки — ровно два правила.

Введение строит формулу, удаление — использует.
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Доказательство

Определение 4 (Доказательство)

Последовательность формул, где каждая — аксиома, посылка или получена правилом 

из предыдущих.

Последняя формула — доказываемое утверждение.

Пример

Докажем 𝑃 → 𝑃 :

1. Допускаем 𝑃 .

2. Получаем 𝑃  (повтор допущения).

3. По введению импликации: 𝑃 → 𝑃 .

Гипотеза «𝑃» временна: по завершении вывода мы её снимаем и помещаем в 

посылку импликации.
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Гипотетическое рассуждение

Гипотетическое рассуждение — сердце доказательства.
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Нотация Фитча

Натуральный вывод записывают в нотации Фитча:

• колонка пронумерованных строк;

• поддоказательства отступом с вертикальной чертой;

• гипотезы снимаются.
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Пример вывода в нотации Фитча

Пример (Доказательство 𝐴 → (𝐵 → 𝐴))

1 𝐴 Assumption

2 𝐵 Assumption

3 𝐴 R 1

4 𝐵 → 𝐴 →I 2-3

5 𝐴 → (𝐵 → 𝐴) →I 1-4

Два ввода импликации снимают обе гипотезы: заключение не зависит ни от одной.
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Косвенное доказательство

Пример (Косвенное доказательство и снятие двойного отрицания)

1 ¬¬𝐴 Premise

2 ¬𝐴 Assumption

3 ⊥ ¬E 1, 2

4 𝐴 IP 2-3

Классическое правило IP: из противоречия, выведенного из ¬𝐴, следует 𝐴.
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Естественная дедукция

Определение 5 (Естественная дедукция)

Система без аксиом: только правила введения и удаления связок.

Правила задают смысл связок.
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Корректность и полнота

Теорема 1 (Корректность)

Если Γ ⊢ 𝜑, то Γ ⊨ 𝜑.

Теорема 2 (Полнота)

Если Γ ⊨ 𝜑, то Γ ⊢ 𝜑.
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Доказательство и следствия

Доказательство

Покажем от противного: если ¬(Γ ⊢ 𝜑), то ¬(Γ ⊨ 𝜑).

Сначала лемма: каждое согласованное множество формул расширяется до 

максимального согласованного. Максимальный согласованный набор содержит ровно 

одно из 𝜓 и ¬𝜓 для каждой формулы и замкнут относительно правил вывода.

По максимальному согласованному Δ строим интерпретацию 𝑣: переменная 𝑝 

истинна тогда и только тогда, когда 𝑝 ∈ Δ. Индукцией по построению формулы 

получаем: 𝑣(𝜓) = 1 тогда и только тогда, когда 𝜓 ∈ Δ.

Пусть ¬(Γ ⊢ 𝜑); тогда Γ ∪ {¬𝜑} согласованно, иначе из него выводился бы ⊥, а по 

введению отрицания и снятию двойного отрицания — и 𝜑 из Γ.

Расширив Γ ∪ {¬𝜑} до максимального согласованного Δ, получим модель 𝑣 этого 

расширения: 𝑣(¬𝜑) = 1, то есть 𝑣(𝜑) = 0, а все формулы Γ истинны. Значит, ¬(Γ ⊨ 𝜑).
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Доказательство и следствия: вывод

Для логики высказываний верны оба: семантика и синтаксис совпадают.

Логика первого порядка полна и корректна точно так же. Арифметика — другое дело: 

её неполнота и есть первая теорема Гёделя.
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Что мы поняли?

• Семантика (⊨) проверяет истинность перебором интерпретаций, синтаксис (⊢) — 

выводом по правилам.

• У каждой связки ровно два правила: введение (строит формулу) и удаление 

(использует её).

• Естественная дедукция — система без аксиом, где правила определяют смысл 

связок.

• Корректность (⊢ влечёт ⊨) и полнота (⊨ влечёт ⊢) для логики высказываний 

совпадают.
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Вопросы для самопроверки

• Выведите 𝑃 → 𝑃  в естественной дедукции.

• Докажите 𝑃 ∧ 𝑄 → 𝑃  правилами введения и удаления.

• Что утверждает теорема корректности? А теорема полноты?
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